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Mo01
A figura apresenta uma parte de uma tabela na qual cada linha e cada coluna seguem de acordo com o
padrdo representado. Com relagdo a essa tabela de nimeros:
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1. E que cada coluna por uma PA crescente de razdo 7.

a) Escolha um quadrado 3 x 3 e, exibindo a soma de seus 9 numeros, verifique que o resultado é
multiplo de 9.

b) Um quadrado com 16 nimeros tem por soma de todos esses nimeros o valor de 1.056 (mil e
cinquenta e seis). Descubra o menor nimero desse quadrado.

c) A soma de todos os nimeros de um quadrado n x n, com menor nimero igual a 4, é de 108.000
(cento e oito mil). Qual é o valor de n?

RESOLUCAO:

Analisando a formacgdo da tabela, verifica-se que cada linha é constituida de uma PA crescente de razdo.
a) Avrepresentacdo geral de um quadrado 3 x 3 dessa tabela, no qual 0 a3,1 = x:

X x+1 X+2

X+7 X+8 x+9

X+ 14 X+ 15 X+ 16

Efetuando a soma de todos os nUmeros da tabela:

SOMA

X x+1 X+2 3x+3
X+7 X+8 X+9 3x+24
X+ 14 X+ 15 X+ 16 3x + 27
TOTAL 9x + 72

3X+21+3x+24+3x+27=9x+72=9(x+8).
Conclusdo: A soma dos nove numeros que constituem a tabela é um multiplo de 9.

b) Representacdo geral de um quadrado dessa tabela com 16 nimeros cuja soma é 1.056 (mil e
cinquenta e seis):

X x+1 X+2 X+3
X+7 X+8 X+9 x+10
X+ 14 X+ 15 X+ 16 x+17
X+21 X+ 22 X+ 23 X+ 24
Ja sabemos que a soma de todos os nimeros destacados em cinza (RESOLUCAO DO {TEM a) é
9x + 72.
A soma dos 16 nimeros serd: 9x+ 72+ 7x+ (3+ 10+ 17+ 21+ 22 + 23+ 24) = 16x + 192
Logo, 16x + 192 =1 056 = 16x = 864 = x = 54.
Entdo o menor numero desse quadrado é 54.




c) Representagdo geral de um quadrado n x n, com menor nimero igual a 4:
4 5 4+(n-1)=n+3
11 12 11+ (n—-1)=n+10
18 19 18+(n—1)=n+17
4+(n—1;.-7=7n—3 5+(n—1-)...7=7n—2 7n—3+(n:1)=8n—4
4+n+3 247
Soma dos termos da linha 1: S, = ( n )n _n n_
2 2
11+n+10 2421
Soma dos termos da linha 2: S, = ( n )n D n
2 2
18+n+17 2435
Soma dos termos da linha 3: 53 = ( nz )n _n . n
7n—3+8n—4)n 15n* -7
Soma dos termos da linhan: S, = ( n 5 n )n = n2 n
2 2 2 2
+35 +21 +21 +7
Nota-se que 53—52:n n_n n:7n e que Sz—slzu_n n:7n_
2 2 2 2
Logo a sequéncia S5;,5,,55,54,......... ,S, constitui uma PA de razdo 7n.
1|(n*+7n 15n*—7n
Entdo $;+S5, +S;+S, +..ooent S, =— + n|l=
2 2 2
16n°
S+, +S3+S, 4t S, :ﬂ4_n):4n3‘
Sendo S, +S, + S5+ S, +uennn. +5, =108000, 4n®=108000=>n> =27000=>n=30
O valor de n é 30.
MO02

O Floco de Neve de Koch (ou Estrela de Koch) é uma construcdo geométrica recursiva cujos primeiros
passos se desenvolvem da seguinte forma:

Passo 0: comega-se com um
triangulo equilatero de lados de
medida 1.

Passo 1: divide-se cada lado do
triangulo do Passo 0 em 3
segmentos iguais e constroi-se
um triangulo equilatero com
base em cada segmento do
meio.

Passo 2: repete-se o
procedimento descrito no Passo
1 em cada lado da figura obtida
no passo anterior.

7,
-\_n'. !
,:l_. -

Os passos seguintes (Passo 3, Passo 4, Passo 5, ...) seguem o mesmo procedimento descrito no Passo 1,
em cada lado da figura obtida no passo anterior. Considerando os passos descritos e os proximos

passos, responda:

a) Qual é o nimero de lados da figura no Passo 3?
b) Qual é o perimetro da figura no Passo 5?
c) A partir de qual Passo o numero de lados da figura supera 6.000.000.000.000 (seis trilhGes)?

Note e adote: Logio2 = 0,301




RESOLUCAO:
a) Com a aplicagdo do passo 1, cada lado do triangulo do Passo 0 deu origem a 4 lados, resultando
uma figura de 3 x 4 =12 lados.
A esta nova figura aplicando o passo 3, cada um de seus lados gerara 4 lados e a figura
resultante terd 12 x 4 = 48 lados.
Passo 0: 3 lados; Passo 1: (3 x 4) lados; Passo 2: (3 x 4 x 4) lados,.......
As quantidades de lados constituirdo uma PG de razao 4, primeiro termo 3 e nimero de termos

n, cujo termo geral é a, =3x4"?
O passo 3 dard origem a quarta figura cujo nimero de lados é a, =3x4%1 =3x4%=192.
A figura gerada com o Passo 3 terd 192 lados.

b) Afigura resultante do passo 5 serd o 6° termo da PG, entdo terd ag =3x4%1 =3x4° =3072

lados
Comprimento dos lados de cada figura:

1 1 1
Figura passo 0: 1; Figura passo 1: —; Figura passo 2: — ; Figura passo 3 — ;.ccceevevvviiciivnnnnnnns ;
gurap gurap 3 gura p 32 gura p .33
Figura passon: a, ZF
As medidas dos lados da figura do passo 5 é a; =—T =i .
31 243
, . , 1 1024
O perimetro dessa figura é portanto —x3072=—-—
243 81

¢) Naresolugdo do item a, vimos que o nimero de lados da figura é determinado pela relagdo

a, =3x4"",
3x4" > 6000000000000 =>22"2 >2.10™2 = log (22" )} log 1, (2.10? )=
(2n—2)log,52>log 52 +12.log,, 10

Considerando Logi102 = 0,301:
(2n-2)x0,301>0,301+12 = (n—1)x 0,602 >12,301 = 0,602n—0,602 > 12,301 =
0,602n>12,903=n>21,43=n=21

A partir do passo 21.

MO03

Um jogo educativo possui 16 pegas nos formatos: circulo, tridngulo, quadrado e estrela, e cada formato
é apresentado em 4 cores: amarelo, branco, laranja e verde. Dois jogadores distribuem entre si
qguantidades iguais dessas pecas, de forma aleatdria.

O conjunto de 8 pecgas que cada jogador recebe é chamado de colegao.

a) Quantas sdo as possiveis colegdes que um jogador pode receber?

b) Qual é a probabilidade de que os dois jogadores recebam a mesma quantidade de pegas amarelas?
c) A regra do jogo estabelece pontuagbes para as pegas, da seguinte forma: circulo = 1 ponto,

triangulo = 2 pontos, quadrado = 3 pontos e estrela = 4 pontos. Quantas sdo as possiveis colecdes que
valem 26 pontos ou mais?



RESOLUCAO:

O conjunto de 8 pegas que cada jogador recebe é chamado de colegao.
a) O numero das possiveis cole¢des que um jogador pode receber é:
16x15x14x13x12x11x10x9 16x15x14x13x12x11x10x9

Cica= =
16,8 8x7x6x5x4x3x2x1 @xZ}(Sxﬂx7x@x2»Qx1:3

Cig =2x13x11x5%x9=12.870
b) Existem 4 pegas amarelas, entdo cada jogador deve receber 2 delas.

Entdo o numero de modos diferentes de cada um ter na sua colegdo 2 pegas amarelas é
4><3X12><11><10><9><8><7
2x1 6x5x4x3x2x1
Logo, a probabilidade de que os dois jogadores recebam a mesma quantidade de pegas
5.544:198 28

12870:198 65

Cyr%Ciag= =6x(2x11x2x3x2x7)="5.544.

amarelas é

c) Aestrelavale 4 pontos e cada quadrado 3 pontos, logo o jogador que receber 4 de cada uma
dessas pegas terd (4x4+4x3) = 28 pontos.
Existe apenas 1 possibilidade do jogador fazer 28 pontos.

O jogador que receber 4 estrelas, 3 quadrados e 1 triangulo terd (4x4+3x3 + 2) = 27 pontos.
4x3x2
x4=16.

3x2x1

O nimero de possibilidades de se fazer 27 pontos é C, , xCy 3xCy ; =1%

O jogador que receber 4 quadrados, 3 estrelas, e 1 triangulo tera (4x3+4x3 + 2) = 26 pontos.
4x3x2
x4=16.

3x2x1

O numero de possibilidades de se fazer 26 pontos é C, , xCy3xCy; =1%

O jogador que receber 3 quadrados, 4 estrelas, e 1 circulo terad (3x3+4x4 + 1) = 26 pontos.

P . ; 4x3x2
O nimero de possibilidades de se fazer 26 pontos é C, 3 xC, 4, xCy 1 = TX 1x4=16.
XZX

O jogador que receber 2 quadrados, 4 estrelas e 2 triangulos terd (2x3+4x4 + 2x2) = 26 pontos.
O numero de possibilidades de se fazer 26 pontos é

4x3 4x3
CpyxCyhaxCpy=——x1x
H2TTAATTAZ T ok T 2x

=6x1x6=36.

Assim sendo, o nimero de possiveis cole¢Ges que valem 26 pontos ou mais é (1 + 16x3 + 36 ) = 85.



Mo4
Sdo dados:
e uma circunferéncia S de centro O e raio 5;

e quatro pontos X, Y, Ze W em S de tal forma que as retas tangentes a S nesses pontos formam
um trapézio ABCD, como na figura;

e sen(BAW)= % eCD=15.

B/ v c
/"--) T~ \
y’ N

/[ '\z

a 0 \

// \ /\
/ \\\ s/

A < b

Determine

a) a medida de A_B;

b) a medida de AW e A_X;

c) a drea da regido delimitada pelo trapézio ABCD.

RESOLUCAO:
a) B Y C
3 u
Sendo AB=vy,BF=2r=10e sena = E , entao,
y
i =0 10 3 50
senazE:>7:E:>y:?.
o s 5
A z FW E D
. — 50
A medida de ABe?.
b) Se senoz—E:coszoz—l—i:cosoz—i
bBbY C 5 25 5
X 50
- 85 | cosa AP AF A e s e 2001 40
3 b 1040 AB 50 5 5 3 5 3
3
o S 4 4 1
£ =S el e R T
; c ' 3 3 3 3 3
' 50 .p 50 5 45
3 AW="-—="215
3 3 3

Sendo os segmentos AW e AX tangentes a circunferéncia de centro O, AW = AX = 15.

50 95
¢) O trapézio ABCD é circunscrito a circunferéncia de centro O, entdo BC+ AD=AB + CD = —3 +15=—.
—95 x10
, .. L. BC+ AD )BF 95
A area do trapézio ABCD é igual a ( ) =3 5 ?x5=4T75
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E dada a funcdo f: [O,;r]—)R definida por f(x)=sen*x+cos* x, para todo xe[O,;z’l
a) Apresente trés valores XE[O,ﬂ'] , para os quais f(x)=1.

5
b) Determine os valores XE[O,ﬂ'] para os quais f(x):g .

1
c) Determine os valores xe[O,;r] para os quais Ef(x)+§sen(2x) 22 .

RESOLUCAO:

a) Considere-se que
sen*x+cos” x +2sen’x.cos? x = (senzx +cos? x)Z = sen®x+cos* x +2sen’x.cos’ x=1=

f(x) +2sen’x.cos’x=1.
Fazendo f(x) = 1 vem:
1+2sen’x.cos® x =1=>2sen’x.cos? x =0=> sen’x.cos’ x=0=>senx =0 ou cosx=0.

m
Como x €[0, 7] tem-se: X=E ou x=0 ou x=TT.

b) Fazendo na expressao f(x)+25en2x.coszx=1 , flx)=

0| U

5 3 3
g+25en2x.cos2 x=1=2sen*x.cos® x = g = sen’x.cos?® x = E = Senx.cos x = iT =

- ~ 3
Sendo sen2x =2senxcosx , multiplicando por 2 a equagao senx.cos x :iT:> , tem-se:

Zsenx.cosx:iﬁ:>sen2x:ir—3:>2x:£ ou 2x:2—” ou 2x:4—7r ou 2x:5—”
2 2 3 3 3 3

) m m 21 5m

Como xe[O,;r]concIm-se que X=E ou X=§ ou Xz? ou Xz?

c) Considerando que
sen*x+cos? x+2sen’x.cos? x = (Sen2X+C052 x)2 = sen*x+cos? x+2sen’x.cos’ x=1=

S€I’)4X+COS4 X= 1—256/‘IZX.COS2 X
Logo,

1 3 5 1 3 5
E(sen"x +cos? x)+ gsen(Zx) > g = E(l —2sen’x.cos” x)+ gsen(Zx) > g =

4-8sen’x.cos® x + 3sen(2x)>5=4 —2.4sen*x.cos® x + 3sen(2x) > 5= 4 —2(2senx cos x)2 +3sen(2x)>5=
4 —2(sen2x)* +3sen(2x) > 5= 2(sen2x)* —3sen(2x) +1 <0

Determinando as raizes da expressdo do primeiro membro:

3+4/9-8
TDS

3+1 1
sen2x = enZX:T: sen2x=1 ou senZX:E
Como x€[0,7]:

1 senix<1mE <ox<Bou B ocox<l s T oy T O
2 6 2 2 6 6 6 12 12
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Resolva os trés itens abaixo:
a) Considere o conjunto formado pelos nimeros complexos Z que cumprem a condigao
Re(Z) =Im(Z) . Cada elemento desse conjunto sera objeto da transformagdo que leva um
nimero complexo em seu conjugado. Represente no plano complexo (ou plano de Argand-

Gauss) da folha de respostas o conjunto resultante apds essa transformagdo.
Im(z)
F 3

» Re(z)

o . . Z
b) Determine o lugar geométrico dos pontos z do plano complexo tais que z=—1 e para os quais i1
z+

é um numero imaginario puro.
c) Determine as partes reais de todos os nimeros complexos z tais que as representacfes de z, ie 1 no
plano complexo sejam vértices de um triangulo equilatero.

RESOLUCAO:
a) Seja Z=x+yi um nimero complexo cujo conjugado é Z = x —yi.
O numeros complexos que satisfazem a condicdo Re(Z) =Im(zZ) tém aforma Z=x +yi.

As imagens destes numeros constituem a reta da primeira bissetriz do plano complexo

(ou plano de Argand-Gauss) conforme a figura abaixo.
Im(2)
A

Re(2)

Como cada nimero da forma Z = x +yi sera objeto da transformacdo que o leva ao nimero
complexo Z =X —vyi, seu conjugado:

Im(2) Im(2)
A y=-X A

<
h
x

Re(2) » Re(Z)

Logo a transformacdo aplicada determina a retay = —x que é a segunda bissetriz, isto é
bissetriz dos quadrantes pares.



b)

~ z - . .
Na equagdo w =—1 substituindo o nimero complexo z por x + i :
Z+

W:x+yi—1 owe (x—1)+yi '
x+yi+1 (x+1)+yi

Multiplicando os dois termos da fragdo pelo conjugado de (x+1)+ yi:
[x—1)+yi1[(x+1)—yi] (x—l).(x+1)—(x—1)yi+(x+1)yi—(yi)2 N

[(x+1)+yi}[(x +1)-yi] (x+1Y — (i)
2 . . . . 2 2 2 . 2 2 :
W:x —1—xyi+yi+xyi+yi+y _Xty —1+2y/:>W: X +y -1 . (Zy)./ .
X2+2x+1+y2 x2+2x+1+y2 x2+2x+1+y2 X2+2x+1+y2

Um ndmero complexo w = x + yi € um nimero imagindrio puro se sua parte real x for
igual a zero e sua parte imagindria yi for diferente de zero.

x2 +y2 -1 + (Zy).i
x2 +2x+1+y2 x2 +2x+1+y

Entdo para que o nimero complexo w = sejaum

2

x2+y2—1

nimero imagindrio puro tem-se que ter =0=x+y° -1=0=>x*+y* =1

x2 +2x+1+y2

Sendo x> +y* =1 a equacdo de uma circunferéncia de raio 1 e centro no ponto (0, 0), o

lugar geométrico dos pontos z do plano complexo tais que z = —1 s3o todos os pontos desta
circunferéncia menos o ponto (0, — 1) .

Sendo A=(0,1) e B= (1, 0) os vértices de um tridangulo equilatero representado no plano
complexo, pode-se ter o triangulo ABC ou o tridangulo ABC’, conforme a figura:

Alm(2)

CI

Os pontos C e C’ pertencem a primeira bissetriz y = x, entdo pode-se representar C = (x, x) e
C'=(x, x).

Determinando a distancia entre os pontos A e B: AB:\/(O—l)2 +(1-0) =\1+1=+2.
Como o triangulo ABC é equilatero, AB=AC=BC=AC' =BC' = V2.
AC=1(0-x)? +(1=x)? =2 = x> +(1—x)? =2= x* +1-2x+ x* =2=2x*-2x-1=0=
x=2i\/m:>x=2i2\/§:>x=ﬂ ou x'=£.

4 4 2 2

Como os pontos C e C’ pertencem a retay =x,

C:[1+J§ 1+2\/§J o C,:(l—\/? 1—J§J:>

’ ’

2 2 2
1+\/§ 1+\/§. 1—\/5 1—\/5.
= + i ou z=——+—-—I.
2 2 2 2



